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โจทย�ป	ญหาทางคณิตศาสตร�ที่น�าสนใจและ 

การประยุกต�ใช โปรแกรมภาษา C++ เพ่ือช�วยใน 
การหาผลเฉลยของป	ญหาทางคณิตศาสตร� 

อมรรัตน* สุริยวิจิตรเศรณี†,‡ เจษฎา ตัณฑนุช  

สาขาวิชาคณติศาสตร* สํานักวิชาวิทยาศาสตร* มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสรุนารี 30000 

 
 

บทคัดย�อ 

  โจทย*ป=ญหาท่ีใช�ในการเรียนการสอน และการสอบแข�งขันทางคณิตศาสตร*หลาย ๆ โจทย*ป=ญหามี
ความซับซ�อนสําหรับนักเรียน นักศึกษา รวมไปถึงคุณครูผู�สอนบางท�าน บทความน้ีได�นําเสนอโจทย*ป=ญหาทาง
คณิตศาสตร*ท่ีน�าสนใจ 6 ป=ญหา ได�แก� ป=ญหาการจัดหมู� ป=ญหานับจํานวน ป=ญหาเลขฐานจํานวนเฉพาะ ป=ญหา
จํานวนเฉพาะแฝด วิทยาการรหัสลับ และ ป=ญหาการกระจายไตรภาคได�ดุล ท้ังน้ียังได�แสดงให�เห็นความ
เช่ือมโยงของเน้ือหาทางคณิตศาสตร* การหาผลเฉลย การประยุกต* รวมไปถึงการประยุกต*ใช�โปรแกรมภาษา 
C++ ท่ีได�พัฒนาข้ึนเพ่ือช�วยในการหาผลเฉลยและตรวจสอบผลเฉลยของป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ีนําเสนอ 

 
คําสําคัญ: คณิตศาสตร*, โจทย*ป=ญหา, โปรแกรมภาษา C++ 
2020 MSC: ปฐมภูมิ 97N60 ทุติยภูมิ 97N70, 97K20 

 
1 บทนํา 

การเรียนรู�ยุคป=จุบันในทุกช�วงวัยมุ�งเน�นให�ผู�เรียนมีทักษะการเรียนรู�ด�วยตนเองในอนาคต (การเรียนรู�ตลอดชีวิต) 
ประกอบกับเทคโนโลยีที่ถูกพัฒนาอย�างก�าวกระโดดทําให�ทุกคนสามารถค�นคว�าข�อมูลและเรียนรู�ได�อย�างไม�มีขอบเขต
รวมไปถึงการเปลี่ยนแปลงท่ีเกิดข้ึนตลอดเวลา จึงจําเป\นท่ีต�องพัฒนาประชากรให�มีท้ังทักษะ ความรู� ความสามารถ
อย�างต�อเนื่อง (Mawas และ Muntean, 2018)  กิจกรรมการเรียนรู�แต�ละคร้ังมีวัตถุประสงค*ท่ีแตกต�างกัน ผู�สอนเอง

163



 

 

ต�องหาแนวทางในการวัดและประเมินผลผู�เรียนให�บรรลุวัตถุประสงค*การเรียนรู�ท่ีต้ังไว� สําหรับผู�เรียนต�องการเข�าใจ
เนื้อหาท่ีเรียนและสามารถทําผลการเรียนให�ดี หากเป\นการสอบแข�งขันก็ต�องการให�ผ�านการสอบ ซ่ึงการวัดและ
ประเมินผลในการจัดการเรียนการสอนมีหลายรูปแบบท้ังการวัดผลระหว�างเรียนผ�านกิจกรรมหรือโจทย*ป=ญหา รวมถึง
วัดผลท่ีรวมความรู�หลายหัวข�อตอนท�ายบทเรียนโดยการสอบ ในวิชาคณิตศาสตร*เองก็มีลักษณะการวัดและประเมินผล
ดังท่ีกล�าวมา ซ่ึงโจทย*ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ีใช�ในการเรียนการสอน หรือการสอบแข�งขันบางคร้ังมีความซับซ�อน 
ต�องใช�การคิดวิเคราะห*หาแนวทางในการหาผลเฉลย การได�ฝaกฝนแก�ป=ญหาโจทย*ทางคณิตศาสตร*เป\นการส�งเสริม
ทักษะกระบวนการคิดให�แก�ผู�เรียนเป\นอย�างมาก ผู�สอนจําเป\นต�องส�งเสริมทักษะนี้ในกระบวนการสอน แม�ว�าจะมีอีก
หลายทักษะท่ีต�องสอดแทรกไปในการจัดการเรียนการสอนด�วยเช�นกัน การสอนท่ีมีประสิทธิภาพลักษณะหนึ่งคือการ
เรียนรู�เชิงรุก (active learning) ท่ีส�งเสริมให�ผู�เรียนเรียนรู�ด�วยตนเองอย�างอิสระ เรียนรู�ตลอดชีวิตและคิดอย�างมีวินัย 
(Hammer และคณะ, 2010)  แต�การจัดการเรียนการสอนท่ีดึงดูดให�ผู�เรียนมีส�วนร�วม มีการเชื่อมโยงเนื้อหาทาง
คณิตศาสตร*หลายหัวข�อเข�าด�วยกันต�องมีการวางแผนการสอนซ่ึงเป\นภาระการเตรียมสอนท่ีท�าทายสําหรับผู�สอน การ
ประยุกต*ใช�โปรแกรมคอมพิวเตอร*เพ่ือช�วยในการหาผลเฉลยและตรวจสอบผลเฉลยของป=ญหาทางคณิตศาสตร*เป\นอีก
ทางเลือกหนึ่งของผู�สอนท่ีสามารถนําไปใช�สร�างโจทย*ท่ีใกล�เคียงกัน หรือเพ่ิมโจทย*ท่ีหลากหลายให�กับผู�เรียนได�ฝaก
แก�ป=ญหา ได�ร�วมกันคิดและวิพากษ*ในชั้นเรียนเป\นการส�งเสริมทักษะต�าง ๆ ให�กับผู�เรียน โดยเฉพาะโจทย*ป=ญหาท่ีมี
แนวทางการหาผลเฉลยได�หลากหลายวิธีท่ีผู�สอนต�องนําแนวคิดท่ีหลากหลายเหล�านั้นมาสรุปและยืนยันความถูกต�อง 
ซ่ึงโปรแกมคอมพิวเตอร*สามารช�วยตรวจสอบผลเฉลยได�อย�างดี  ในส�วนของผู�เรียนเองก็สามารถใช�แนวทางนี้ในการ
แก�ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ีอาจพบในหรือนอกห�องเรียนรวมถึงการสอบแข�งขันต�าง ๆ บทความนี้ได�นําเสนอโจทย*
ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ีน�าสนใจ 6 ป=ญหา ได�แก� ป=ญหาการจัดหมู� ป=ญหานับจํานวน ป=ญหาเลขฐานจํานวนเฉพาะ 
ป=ญหาจํานวนเฉพาะแฝด วิทยาการรหัสลับ และ ป=ญหาการกระจายไตรภาคได�ดุล ท่ีผู�อ�านสามารถจะเลือกนําไปใช�ให�
เกิดประโยชน*ในการเรียนการสอน โจทย*ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ีจะกล�าวในบทความนี้เน�นกระบวนการคิดวิเคราะห� 
ซ่ึงสามารถเรียนรู�ได�ทุกช�วงวัย  รวมท้ังยังเป\นตัวอย�างโจทย*ป=ญหาท่ีผู�เรียนเข�าถึงได�และอยู�ใกล�ตัว เป\นอีกสิ่งหนึ่งท่ีจะ
ดึงดูดความสนใจของผู�เรียนให�อยากเรียนรู�คณิตศาสตร*เพ่ิมข้ึน (Wood, 2019) และทําให�การเรียนรู�บรรลุวัตถุประสงค*
ท่ีตั้งไว�   
 

2  ความรู พ้ืนฐาน 

เนื้อหาทางคณิตศาสตร*ท่ีสัมพันธ*กับโจทย*ป=ญหาท่ีนําเสนอจะอยู�ในกลุ�มเนื้อหาวิชาคณิตศาสตร*ทางด�าน การนับ 
(counting) การจัดหมู� (combinatoric) ทฤษฎีจํานวน (number theory) และวิยุตคณิต (discrete mathematics) 

หลักการนับพ้ืนฐาน (basic counting principles) หลักการนับพ้ืนฐานประกอบไปด�วย 2 วิธีหลักได�แก� 
หลักเกณฑ�การบวก (sum rule) และหลักเกณฑ�การคูณ (product rule) (Rosen, 2012) 

- หลักเกณฑ�การบวก (sum rule) สมมติงานท่ีหนึ่งสามารถทําได� 1n  วิธี และงานท่ีสองสามารถทําได� 2n   

วิธี ถ�างานท้ังสองไม�สามารถทําร�วมกันหรือทําต�อเนื่องกัน ดังนั้นจะมีวิธีในการทํางานท้ังหมด 1 2n n+  วิธี 
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- หลักเกณฑ�การคูณ (product rule) สมมติให�มีกระบวนการท่ีต�องถูกแบ�งเป\นสองงานย�อยท่ีต�องทํา

ตามลําดับ โดยงานท่ีหนึ่งสามารถทําได� 1n  วิธี และงานท่ีสองสามารถทําได� 2n  วิธี หลังจากทํางานท่ีหนึ่ง 

ดังนั้นจะมีวิธีในการทํางานท้ังหมด 1 2n n×  วิธี 

ฟ	งก�ชันก�อกําเนิด (generating function) (Rosen, 2012) 

ฟ=งก*ชันก�อกําเนิดของลําดับ 0 1, , ..., , ...ka a a  โดยท่ี 0 1, , ..., , ...ka a a  เป\นจํานวนจริงใด ๆ คือ 

 0 1
0

( ) k k
k k

k

G x a a x a x a x

∞

=

= + + + + =∑⋯ ⋯  

จํานวนเฉพาะ (Prime Number) เป\นจํานวนเต็มบวกซ่ึงสามารถถูกหารลงตัวได�ด�วยจํานวนเต็มบวกเพียง 2 จํานวน 
คือ 1 และตัวมันเอง ตัวอย�างจํานวนเฉพาะเช�น 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37 …  (Rosen, 2012) 

จํานวนเฉพาะแฝด (Twin Primes) คือ คู�ของจํานวนเฉพาะใด ๆ ท่ีมีผลต�างเป\น 2 เช�น 3 และ 5, 5 และ 7, 11 และ 
13, 17 และ 19,  41 และ 43, 59 และ 61, 71 และ 73, 101 และ 103, 107 และ 109, 137 และ 139, … (Rosen, 
2012) 

ทฤษฎีบทมูลฐานของเลขคณิต (Fundamental Theorem of Arithmetic) (Gauss, 1966) 
จํานวนเต็มต�าง ๆ ท่ีมากกว�า 1 สามารถถูกเขียนได�ในรูปของการคูณกันของจํานวนเฉพาะได�เพียงรูปแบบเดียวเท�านั้น 
เช�น 2 = 2, 55=5x11, 3072 = 210x31  

การดําเนินการทวิภาค (Rotman, 2005) 
การดําเนินการ �  เป\นการดําเนินการทวิภาค (binary operation) บน G  เม่ือ G  ไม�เป\นเซตว�างและ �  เป\น
ฟ=งก*ชันจาก G G×   ไป G    

กรุป (Rotman, 2005) 
เซต G  เป\นกรุป (group) ก็ต�อเม่ือ G  เป\นเซตไม�ว�าง และ �  เป\นการดําเนินการทวิภาคบน G  ซ่ึงมีคุณสมบัติ
ต�อไปนี้ 

1. การดําเนินการ �  มีสมบัติเปลี่ยนหมู� (associative) โดยท่ี ( ) ( )a b c a b c=� � � �  ทุก ๆ 
, ,a b c G∈  

2. มีe G∈   ซ่ึง a e e a a= =� �  ทุก ๆ a G∈  โดยเรียก e  ว�าเอกลักษณ* (identity) ของ G    
3. สําหรับแต�ละสมาชิก a G∈  จะมี b G∈  ซ่ึง a b b a e= =� �  โดยเรียก b  ว�าตัวผกผัน (inverse) 

ของ a  และมักเขียนตัวผกผันของ a  ในรูป 1a−  
 
3  ผลการศึกษา 

3.1 กระบวนการคิดวิเคราะห� 
ในส�วนนี้ขอเสนอโจทย*ป=ญหาท่ีใช�กระบวนการคิดท่ีผู�สอนสามารถนํามาสร�างกิจกรรมการเรียนรู�ในชั้นเรียน หรือ
กิจกรรมสําหรับการจัดนิทรรศการต�าง ๆ ได� โดยผู�เขียนเสนอแนวคิดท่ีอธิบายผู�เรียนได�ไม�ยาก บางโจทย*ป=ญหาได�ให�
ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ีเทียบเท�าและเสนอการเขียนโปรแกรมภาษา C++ เพ่ือช�วยให�ผู�สอนใช�เพ่ิมโจทย*หรือ
ตรวจสอบความถูกต�องของผลเฉลยได�สะดวกย่ิงข้ึน 
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ป	ญหา 3.1.1 การจัดหมู� (Combination) 
โรงงานผลิตแก�วแห�งหนึ่ง ต�องการนําแก�วแบบเดียวกันจํานวน n  ใบใส�ในกล�องบรรจุแก�วท่ีมีความจุต�าง ๆ กัน 

1 2, , ..., kb b b  ให�เต็มกล�องพอดี เช�น  

ตัวอย�างท่ี 1 หากมีแก�ว 5 ใบ และกล�องท่ีสามารถบรรจุแก�วความจุต�าง ๆ 3 ขนาด ได�แก� ความจุ 1 ใบ ความจุ 3 ใบ
และ ความจุ 4 ใบ โดยมีกล�องดังกล�าวจํานวนมากมายไม�จํากัด เราจะพบว�ามีรูปแบบการจัดหมู�ท่ีเป\นไปได�ท้ังหมดใน
การนําแก�วท้ัง 5 ใบบรรจุในกล�องขนาดต�าง ๆ ให�เต็มกล�องพอดีอยู� 3 รูปแบบ ได�แก� 
 จํานวนกล�อง 

กล�องบรรจุ 1 ใบ กล�องบรรจุ 3 ใบ กล�องบรรจุ 4 ใบ 

แบบท่ี 1 5 - - 

แบบท่ี 2 2 1 - 

แบบท่ี 3 1 - 1 

ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ที่เทียบเท�ากับตัวอย�างท่ี 1 ได�แก� 

การหาจํานวนเต็ม 1 2 3, ,b b b  ท่ีเป\นไปได�ท้ังหมดท่ี 1 2 33 4 5b b b+ + =  โดยท่ี 1 2 3, , 0b b b ≥  

ซ่ึงหากใช�เทคนิคการหาผลเฉลยด�วยวิธีฟ=งก*ชนัก�อกําเนิด ก็คือการหาสัมประสิทธ์ิของ 5x  ของพหุนาม  

( )( )( )2 3 4 5 3 4 2 3 4 5 6 121 1 1 1 2 3 3 2 ...x x x x x x x x x x x x x x+ + + + + + + = + + + + + + + +  

ตัวอย�างท่ี 2 แต�ถ�าหากมีแก�ว 10 ใบ และกล�องท่ีสามารถบรรจุแก�วความจุต�าง ๆ 4 ขนาด ได�แก� ความจุ 2 ใบ ความจุ 

3 ใบ ความจุ 6 ใบและความจุ 7 ใบ โดยมีกล�องแต�ละชนิดอย�างมากมายไม�จาํกัด เราจะพบว�ามีรูปแบบการจัดหมู�ที่

เป\นไปได�ทัง้หมดในการนาํแผ�นหินท้ัง 10 บรรจุในกล�องขนาดต�าง ๆ ให�เต็มกล�องพอดีอยู� 4 รูปแบบ ได�แก� 

 
จํานวนกล�อง 

กล�องบรรจุ 2 ใบ กล�องบรรจุ 3 ใบ กล�องบรรจุ 6 ใบ กล�องบรรจุ 7 ใบ 

แบบท่ี 1 5 - - - 

แบบท่ี 2 2 2 - - 

แบบท่ี 3 2 - 1 - 

แบบท่ี 4 - 1 - 1 

ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ที่เทียบเท�ากับตัวอย�างท่ี 2 ได�แก� 

การหาจํานวนเต็ม 1 2 3 4, , ,b b b b  ท่ีเป\นไปได�ท้ังหมดท่ี 1 2 3 42 3 6 7 10b b b b+ + + =  โดยท่ี 1 2 3 4, , , 0b b b b ≥  

ซ่ึงหากใช�เทคนิคการหาผลเฉลยด�วยวิธีฟ=งก*ชนัก�อกําเนิด ก็คือการหาสัมประสิทธ์ิของ 10x   ของพหุนาม  

( )( )( )( )2 4 6 8 10 3 6 9 6 7 2 10 321 1 1 1 1 ... 4 ...x x x x x x x x x x x x x+ + + + + + + + + + = + + + + +

. 
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ตัวอย�างโปรแกรมสําหรับช�วยแก ป	ญหาการจัดหมู� 

#include <iostream> 

using namespace std; 

#define max 10 

int b[max],k,sum=0,n,num=0; 

void think(int level) 

{ 

     if (level==k){  

                       if (sum==n) num++; } 
     else { 

        int i; 

        for (i=0;i<=n;i++) { 

           sum+=i*b[level]; 

           if (sum<=n) think(level+1); 

           sum-=i*b[level]; 

        } 

     } 

} 

int main() 

{ 

    cout << "n = "; 

    cin >> n; 

    cout << "how many types of boxes? = "; 

    cin >> k; 

    int i; 

    for (i=0;i<k;i++) {cout << "box" << i+1 << " = "; cin >> b[i];}; 

    think(0); 

    cout << "patterns = " << num; 

    return 0; 

} 

ป	ญหา 3.1.2 นับจํานวน (Counting) 

ในการพิมพ*จํานวนเต็ม เร่ิมต้ังแต� 1n  จนถึง 2n  โดยใช�เคร่ืองพิมพ*แปvนพิมพ* ถามว�าจะต�องกดปุwมเลข k  ท้ังหมดเป\น

จํานวนก่ีคร้ัง 

ตัวอย�างท่ี 1 ในการพิมพ*จาํนวนเต็ม เร่ิมต้ังแต� 1 จนถึง 1997 โดยใช�เคร่ืองพิมพ*แปvนพิมพ* ถามว�าจะต�องกดปุwมเลข 9 
ท้ังหมดเป\นจํานวนก่ีคร้ัง 
คําตอบ 595 คร้ัง 

แนวคิด  

จํานวนเต็ม 1 – 9  1 – 99  100 - 899 900 - 999 1000 - 1997 รวม 

จํานวนคร้ัง 

ในการกดปุwม 9 

 

1 

 

19 

20x8= 

160 

1+19+20= 

120 

1+19+160+120–5= 

295 

 

595 
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ตัวอย�างท่ี 2 ในการพิมพ*จํานวนเต็ม เร่ิมต้ังแต� 2022 จนถึง 2565 โดยใช�เคร่ืองพิมพ*แปvนพิมพ* ถามว�าจะต�องกดปุwม

เลข 2 ท้ังหมดเป\นจํานวนก่ีคร้ัง 

คําตอบ 757 คร้ัง 
แนวคิด  

จํานวนเต็ม 2022 –

2029  

2030 – 

2099  

2100 –  

2199 

2200 –  

2299 

2300 – 

 2499 

2500 – 

 2565 

รวม 

จํานวนคร้ัง 

ในการกดปุwม 2 

 

17 

70+7= 

77 

100+20

120 

100+120

220 

120x2= 

240 

 

83 

757 

ตัวอย�างโปรแกรมสําหรับนับการกดปุ_มแป`นพิมพ�เลข k เม่ือกําหนดช�วงตัวเลขท่ีต องการพิมพ� 

#include <iostream> 

using namespace std; 

int main() 

{ 

    int chk = 0,start,stop,k; 

    cout << "start = "; cin >> start; 

    cout << "stop = "; cin >> stop; 

    cout << "k = "; cin >> k; 

    for (int i=start;i<=stop;i++) { 

        int num,temp; 

        num = i; 

        do { 

            temp = num%10; 

            if (temp==k) chk++; 

            num = num/10; 

        } while (num>0); 

    } 

    cout << chk; 

    return 0; 

} 

ป	ญหา 3.1.3 เลขฐานจํานวนเฉพาะ (Prime Numbers base) 

จากทฤษฎีบทมูลฐานของเลขคณิตตัวเลขจํานวนเต็มท่ีมีค�ามากกว�า 1 แต�ละจํานวนสามารถถูกเขียนได�ในรูปของการ

คูณกันของจํานวนเฉพาะได�รูปแบบเดียว ซ่ึงช�วยให�สามารถคํานวณหาตัวคูณร�วมน�อย (ค.ร.น.) และตัวหารร�วมมาก 

(ห.ร.ม.) ได�อย�างรวดเร็วข้ึน เช�น หากต�องการหา ค.ร.น. และ ห.ร.ม. ของ 120, 420 และ 500 จะใช�แนวคิดดังนี้  

เนื่องด�วย 

120 = 70x51 x31 x23, 420 = 71x51 x31 x22 และ 500 = 70x53 x30 x22 

ดังนั้น ค.ร.น. ของชุดเลขดังกล�าวคือ 7max(0,1,0)x5max(1,1,3)x3 max(1,1,0)x2max(3,2,2) = 71x53x31x23 = 21,000 

และ ห.ร.ม. ของชุดเลขดังกล�าวคือ 7min(0,1,0)x5min(1,1,3)x3 min(1,1,0)x2min(3,2,2) = 70x51x30x22 = 20 
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จากข�อมูลข�างต�น ทําให�เราสามารถสร�างระบบเลขฐานแบบใหม�ข้ึนเพ่ือแทนท่ีจํานวนเต็มบวกต�าง ๆ โดยให�แต�ละหลัก

อ�างอิงถึงจํานวนเฉพาะ โดยแต�ละหลักจะแทนจํานวนเฉพาะเรียงจากมากไปน�อย โดยเรียงจากซ�ายไปทางขวา เช�น  

1 = ⋯ x110 x70 x50 x30 x20 เม่ือแปลงให�อยู�ในเลขฐานของจํานวนเฉพาะก็คือ 0 

2=21 เม่ือแปลงให�อยู�ในเลขฐานของจํานวนเฉพาะก็คือ 1 

55=111 x70 x51 x30 x20 เม่ือแปลงให�อยู�ในเลขฐานของจํานวนเฉพาะก็คือ 10100 

105 = 71 x51 x31 x20 เม่ือแปลงให�อยู�ในเลขฐานของจํานวนเฉพาะก็คือ 1110 

3072 = 31 x210 เม่ือแปลงให�อยู�ในเลขฐานของจํานวนเฉพาะก็คือ 1A 

หมายเหตุ สําหรับเลขกําลังของจํานวนเฉพาะท่ีมากกว�า 9 เราจะใช�อักขระแต�ไปนี้แทน A=10, B=11, C=12, D=13, 

E=14, F=15, … 

ตัวอย�างโปรแกรมสําหรับแปลงเลขฐาน 10 เปbนเลขฐานจํานวนเฉพาะ 

#include <iostream> 

using namespace std; 

int main() 

{ 

    int n,p=2,c,i; 

    char code[37] = "0123456789ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"; 

    string st = ""; 

    cout << "input n = "; 

    cin >> n; 

    if (n==1) cout << 0; else 

    while (n>1) 

    { 

        for (i=2;i*i<=p;i++) 

            if (p%i==0) {i=1;p++;} 

        c = 0; 

        while (n%p==0) {c++; n/=p;} 

        st = code[c]+st; 

        p++; 

    } 

    cout << st; 

    return 0; 

} 

3.2 ความสวยงามของคณิตศาสตร� 
ผู�สอนคณิตศาสตร*หลายท�านคงเคยได�ยินผู�เรียนพูดว�า “ไม�ชอบเรียนคณิตศาสตร*” “คณิตศาสตร*ยาก” “ไม�รู�ว�าเรียน
คณิตศาสตร*บางเร่ืองไปทําไม” การนําเสนอเนื้อหาบางอย�างก�อนจะเข�าเนื้อหาหลักเพ่ือดึงดูดความสนใจของผู�เรียน
เป\นอีกเทคนิคท่ีจะช�วยให�ผู�เรียนเป�ดใจท่ีจะเรียนรู�คณิตศาสตร*และอยากเรียนรู�คณิตศาสตร*เพ่ิมข้ึน ในส�วนนี้จึงนํา
เกร็ดความรู�เร่ืองจํานวนท่ีไม�ยากแต�เสริมประสบการณ*ให�แก�ผู�เรียนได� 

ป	ญหา 3.2.1 จํานวนเฉพาะแฝด (Twin Primes) 

จํานวนเฉพาะมีบทบาทสําคัญมากในงานทางคณิตศาสตร*และคอมพิวเตอร* เช�น ใช�ในงานด�านทฤษฎีจํานวน (number 
theory) พีชคณิตนามธรรม (abstract algebra) หรือ ใช�ในงานทางด�านเข�ารหัสและถอดรหัส (cryptography)  
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ข อความคาดการณ�จํานวนเฉพาะแฝด (The Twin Prime Conjecture) กล�าวเอาไว�ว�า จํานวนเฉพาะแฝดจะมี
มากมายมหาศาลเป\นอนันต* (Rosen, 2012) 

ป=จจุบันยังไม�มีใครสามารถพิสูจน*ข�อความคาดการณ*ดังกล�าวได� ท้ังนี้จํานวนเฉพาะคู�ท่ีใหญ�ท่ีสุดท่ีค�นพบในป=จจุบันถูก

ค�นพบเม่ือวันท่ี 14 กันยายน ค.ศ. 2016 โดย Tom Greer ซ่ึงมีความยาวถึง 388,342 หลักได�แก� (Zimmerman, 

2016) 

2996863034895 · 21290000 - 1 และ 2996863034895 · 21290000 + 1 

ตัวอย�างโปรแกรมสําหรับช�วยหาจํานวนเฉพาะคู�แฝดท่ีน อยท่ีสุดท่ีมากกว�าหรือเท�ากับเลขท่ีกําหนด 

#include <iostream> 

using namespace std; 

int isprime(int n) 

{ 

    int i; 

    for (i=2;i*i<=n;i++) 

        if (n%i==0) return 0; 

    return 1; 

} 

int main() 

{ 

    int n; 

    cout << "input n = "; 

    cin >> n; 

    while (!(isprime(n) && isprime(n+2))) n++; 

    cout << "twin primes are " << n << " and " << n+2; 

    return 0; 

} 

ป	ญหา 3.2.2 วิทยาการรหัสลับ (Cryptography) 

วิทยาการรหัสลับได�ถูกนํามาใช�ในยุคดิจิทัลเพ่ือความปลอดภัยของข�อมูล ซ่ึงจากหลักฐานท่ีปรากฏพบว�ามีการใช�

รูปแบบการคํานวณทางคณิตศาสตร*เพ่ือทําการเข�าและถอดรหัสข�อความมาต้ังแต�ยุคสมัยของ Julius Caesar 

(ประมาณ 58 ป�ก�อนคริสตกาล) สําหรับการเข�ารหัสท่ียากข้ึนนั้น อาศัยความเข�าใจทางด�านทฤษฎีจํานวน (number 

theory) และการพิจารณาโครงสร�างทางพีชคณิต (algebraic structure) (Kraft & Washington, 2018) ในท่ีนี้จะ

แสดงตัวอย�างของวิทยาการรหัสลับในรูปแบบหนึ่ง โดยหากพิจารณาว�าเรามีตัวอักขระท่ีจะใช�ได�จํานวน 43 ตัวได�แก�  

ลําดับท่ี 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

อักขระ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > 
 

ลําดับท่ี 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 

อักขระ ? @ A B C D E F G H I J K L M 
 

ลําดับท่ี 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 

อักขระ N O P Q R S T U V W X Y Z 

หมายเหตุ อักขระ “0” จนถึง “Z” ท้ัง 43 ตัวเป\นอักขระท่ีเรียงต้ังแต�ตัวท่ี 48 จนถึงตัวท่ี 90 ในระบบ ASCII 
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เราสามารถทําการเข�ารหัสโดยการนําลําดับท่ีของอักขระดังกล�าวมาคูณด�วยเลขคีย* (key) ใดก็ได�ต้ังแต� 1 ไปจนถึง 42 

แล�วนําไปคํานวณหาเศษท่ีได�จากการหารเลขดังกล�าวด�วย 43 แล�วนําเศษท่ีได�ไปพิจารณาว�าเป\นอักขระใดเพ่ือแสดง

เป\นอักขระท่ีถูกเข�ารหัสไว� ตัวอย�างเช�น หาจะเข�ารหัสข�อความ “EXAMS” ด�วยเลขคีย* 5 การเข�ารหัสจะทําได�ดังนี้  

อักขระ ลําดับท่ี คํานวณการเข ารหัส 
ด�วยการคูณด�วย 5 

เศษท่ีเหลือจาก 
การหารด�วย 43 

อักขระท่ีถูกเข ารหัส 
(พิจารณาจากเศษท่ีคํานวณได�) 

E 
X 
A 
M 
S 

21 
40 
17 
29 
35 

105 
200 
85 
145 
175 

19 
28 
42 
16 
3 

C 
L 
Z 
@ 
3 

จากตารางข�างต�นพบว�า ข�อความ “EXAMS” จะถูกเข�ารหัสเป\น “CLZ@3” 

สําหรับการถอดรหัสข�อความจะมีข้ันตอนวิธี คือ หากทราบว�าข�อความท่ีถูกเข�ารหัสนั้นถูกเข�ารหัสด�วยเลขคีย*ใด ให�หา

เลขท่ีใช�ถอดรหัส (unlock) ซ่ึงได�แก�ตัวเลขท่ีนําไปคูณกับเลขท่ีเข�ารหัสแล�วนําไปหารด�วย 43 แล�วเหลือเศษ 1 ซ่ึงใน

ท่ีนี้ หากพิจารณาในมุมมองของกรุปของเศษเหลือจากการหารจํานวนเต็มด�วย 43 ภายใต�การดําเนินการทวิภาคคูณ

แล วพิจารณาเศษเหลือ (remainder) เม่ือหารด วย 43 โดย 1 จะเปรียบเสมือนเอกลักษณ�ในกรุปและเลขท่ีใช�

ถอดรหัสก็คือตัวผกผันของเลขท่ีเข�ารหัสภายใต�การดําเนินการทวิภาคคูณดังกล�าว ท้ังนี้เม่ือได�เลขถอดรหัสดังกล�าว

แล�วให�นําเลขท่ีได�ไปใช�กับข�อความท่ีได�รับมาแบบเดียวกับการเข�ารหัสข�างต�น ก็จะได�ข�อความท่ีถอดรหัส เช�น หาก

ทราบว�าเลขคีย*คือ 5 ดังนั้นเลขถอดรหัสคือ 26 ( 5x26=130≡1 (mod 43) ) การถอดรหัสข�อความ “;Z=MR” ทําได�

ดังตัวอย�างด�านล�างนี้ 

อักขระ ลําดับท่ี คํานวณการถอดรหัส 
ด�วยการคูณด�วย 26 

เศษท่ีเหลือจาก 
การหารด�วย 43 

อักขระท่ีถูกถอดรหัส 
(พิจารณาจากเศษท่ีคํานวณได�) 

; 
Z 
= 
M 
R 

11 
42 
13 
29 
34 

286 
1092 
338 
754 
884 

28 
17 
37 
23 
24 

L 
A 
U 
G 
H 

จากตารางข�างต�นพบว�า ข�อความ “;Z=MR” จะถูกถอดรหัสเป\น “LAUGH”  
ตัวอย�างเพ่ิมเติมข�อความท่ีถูกเข�ารหัส 
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ตัวอย�างท่ี 1 

เลขคีย*เข�ารหัส ข�อความท่ีถูกเข�ารหัส 

28 CK<RD<RD3GDMG@6NTCM1DRMGCMG@M 

เลขคีย*ถอดรหัส ข�อความท่ีถูกถอดรหัส 

20 THIS=IS=AN=ENCRYPTED=SENTENCE 

ตัวอย�างท่ี 2 

เลขคีย*เข�ารหัส ข�อความท่ีถูกเข�ารหัส 

19 WJ<PI?2AXPY1N:;PONMPE?S6DPNR<1PFP@FH5PTN7 

เลขคีย*ถอดรหัส ข�อความท่ีถูกถอดรหัส 

34 THE=QUICK=BROWN=FOX=JUMPS=OVER=A=LAZY=DOG 

ตัวอย�างท่ี 3 

เลขคีย*เข�ารหัส ข�อความท่ีถูกเข�ารหัส 

41 @FVTJ6AHZA7N95PAD<9B>2AR<3X1AL4A:H8 

เลขคีย*ถอดรหัส ข�อความท่ีถูกถอดรหัส 

21 SPHINX=OF=BLACK=QUARTZ=JUDGE=MY=VOW 

ตัวอย�างโปรแกรมสําหรับช�วยถอดรหัส 

#include <iostream> 

using namespace std; 

int main() 

{ 

    int i,key,unlock; 

    char c; 

    string encryp; 

    cout << "Input the encrypted sentence:" << endl; 

    getline(cin,encryp); 

    cout << "Input key = "; 

    cin >> key; 

    for (i=1;i<44;i++) 

       if (i*key%43==1) { unlock=i; break; } 

    for (i=0;i<encryp.length();i++) 

        cout << char(((encryp[i]-'0')*unlock)%43+'0'); 

    return 0; 

} 
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ป	ญหา 3.2.3 การกระจายไตรภาคได ดุล (Balanced Ternary Expansions) 

บทนิยาม เนื่องด�วยจํานวนเต็มใด ๆ สามารถถูกเขียนได�ในรูปแบบเดียว (unique represented) ในรูป 

1
1 1 03 3 ... 3k k

k ke e e e−
−+ + + + , 

เม่ือ je  = -1,0 หรือ 1 เม่ือ 0, 1, 2, ...,j k=   เราเรียกการเขียนจํานวนเต็มในรูปแบบดังกล�าวว�าการกระจายไตร
ภาคได ดุล (Balanced Ternary Expansions) (Rosen, 2012) 
ตัวอย�างการกระจายไตรภาคได�ดุลของจํานวนเต็ม เช�น  
ตารางท่ี 1 แสดงตัวอย�างการกระจายไตรภาคได�ดุล 

ตัวเลข การกระจายไตรภาคได ดุล ตัวเลข การกระจายไตรภาคได ดุล 
0 0 10 1⋅32+0⋅3+1 

1 1 20 1⋅33+(-1)⋅32+(1)⋅3+(-1) 

2 1⋅3+(-1) 35 1⋅33+1⋅32+0⋅3+(-1) 

3 1⋅3+0 40 1⋅33+1⋅32+1⋅3+1 

4 1⋅3+1 50 1⋅34+(-1)⋅33+0⋅32+(-1)⋅3+(-1) 

5 1⋅32+(-1)⋅3+(-1) 121 1⋅34+1⋅33+1⋅32+1⋅3+1 

6 1⋅32+(-1)⋅3+0 200 1⋅35+(-1)⋅34+1⋅33+1⋅32+1⋅3+(-1) 

7 1⋅32+(-1)⋅3+1 -7 (-1)⋅32+1⋅3+(-1) 

8 1⋅32+0⋅3+(-1) -8 (-1)⋅32+0⋅3+1 

9 1⋅32+0⋅3+0 -13 (-1)⋅32+(-1)⋅3+(-1) 

แนวคิดของการกระจายไตรภาคได�ดุลสามารถนํามาประยุกต*ใช�ในปริศนาทางคณิตศาสตร*ได� เช�น  

ปริศนา หากมีตาชั่งสมดุล 2 แขน (two arm balance scale) แล�วเราต�องการชั่งน้ําหนัก ต้ังแต� 1,2,3,…, 40 ขีด เรา
จําเป\นท่ีจะต�องมีตุ�มน้ําหนักอย�างน�อยท่ีสุดจํานวนก่ีชิ้น 

คําตอบ 4 ชิ้น ได�แก� ตุ�มน้ําหนักท่ีมีน้ําหนัก 1 ขีด 3 ขีด 9 ขีด และ 27 ขีด 

ตารางท่ี 2 แสดงให�เห็นว�า หากสัมประสิทธ์ิของการกระจายไตรภาคได�ดุล หน�าพจน* 1, 3, 32 และ 33 เป\นบวก เราจะ
เอาตุ�มน้ําหนักท่ีมีน้ําหนักเท�ากับค�านั้นไว�ฝ=�งหนึ่ง และหากสัมประสิทธ์ิของการกระจายไตรภาคได�ดุล หน�าพจน* 
ดังกล�าวเป\นค�าลบเราจะเอาตุ�มน้ําหนักท่ีมีน้ําหนักเท�ากับค�านั้นไว�อีกฝ=�งหนึ่ง แต�ถ�าหากสัมประสิทธ์ิหน�าพจน*เป\น 0 เรา
ก็จะไม�ต�องนําน้ําหนักท่ีมีค�าเท�าพจน*นั้นมาใช�ในการชั่ง 
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ตารางท่ี 2 แสดงตัวอย�างการประยุกต*ใช�การกระจายไตรภาคได�ดุลในการชั่งน้ําหนักบนตาชั่งสมดุล 2 แขน ด�วยตุ�ม
น้ําหนักท่ีมีน้ําหนัก 1 ขีด 3 ขีด 9 ขีด และ 27 ขีด 

ตัวอย�างน้าํหนัก
ท่ีต�องการชั่ง 

(ขีด) 

ตาชั่งฝ=�งซ�ายใส�ตุ�มน้าํหนัก
ขนาด 

ตาชั่งฝ=�งขวาใส� 
ของท่ีต�องการชั่ง 

และตุ�มน้าํหนักขนาด 

การกระจายไตรภาคได ดุลของ
นํ้าหนักท่ีพิจารณา 

1 1 - 1 
2 3 1 1⋅3+(-1) 
3 3 - 1⋅3+0 

4 3, 1 - 1⋅3+1 
5 9 3, 1 1⋅32+(-1)⋅3+(-1) 
6 9 3 1⋅32+(-1)⋅3+(0) 
7 9, 1 3 1⋅32+(-1)⋅3+1 
8 9 1 1⋅32+0⋅3+(-1) 
9 9 0 1⋅32+0⋅3+0 
10 9,1 0 1⋅32+0⋅3+1 
20 27, 3 9, 1 1⋅33+(-1)⋅32+(1)⋅3+(-1) 
35 27, 9 1 1⋅33+1⋅32+0⋅3+(-1) 
40 27, 9, 3, 1 - 1⋅33+1⋅32+1⋅3+1 

ตัวอย�างโปรแกรมสําหรับการแปลงเลขฐาน 10 เปbนการกระจายไตรภาคได ดุล 

#include <iostream> 

using namespace std; 

int main() 

{ 

    int i,n,nn,sign,coef[30],len=0; 

    cout << "n = "; 

    cin >> n; 

    nn = n; 

    if (n>=0) sign=1; else {sign=-1; n = -n;} 

    coef[0] = 0; 

    while (n>0) {coef[len++]=n%3; n/=3;} 

    coef[len]=0; 

    for (i=0;i<len;i++) 

        if (coef[i]==2) { 

            coef[i] = -1; 

            coef[i+1]++; 

        } else 

        if (coef[i]==3) { 

            coef[i] = 0; 

            coef[i+1]++; 

        } 

    if (coef[len]!=0) len++; 

    cout << nn << " = "; 

    for (i=len-1;i>0;i--) 

        cout << '(' << sign*coef[i] << ")x" << "3^" << i << '+'; 

    cout << '(' << sign*coef[0] << ')'; 

    return 0; 

} 
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4  สรุปผลการวิจัยและอภิปลายผล 

โจทย*ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท้ัง 6 ป=ญหาท่ีนําเสนอไปนั้น เป\นเพียงส�วนหนึ่งของโจทย*ป=ญหาทางคณิตศาสตร*ท่ี

น�าสนใจท่ีมีอยู�จํานวนมาก  การหาผลเฉลยของป=ญหาดังกล�าวต�องใช�ความรู�พ้ืนฐานทางคณิตศาสตร*และการคิด

วิเคราะห*อย�างมีตรรกะ ส�งเสริมทักษะกระบวนการคิดวิเคราะห*แก�ผู�นําไปใช� ความหลากหลายของโจทย*ป=ญหาและ

วิธีการหาผลเฉลยท่ีนําเสนอได�แสดงถึงความเชื่อมโยงของเนื้อหาทางคณิตศาสตร*เข�าด�วยกัน ท้ังยังมีเกร็ดความรู�ทาง

คณิตศาสตร*ท่ีทําให�เข�าใจว�าคณิตศาสตร*มีความสัมพันธ*กับเร่ืองใกล�ตัวเราเสมอ รวมถึงเป\นโจทย*ป=ญหาท่ีมีความท�า

ทายและเข�าถึงได� นอกจากนี้ต�นแบบการเขียนโปรแกรมภาษา C++ ท่ีอยู�ในบทความช�วยให�หาผลเฉลยและตรวจสอบ

ความถูกต�องของผลเฉลยได�สะดวก รวดเร็ว ซ่ึงผู�อ�านสามารถนําไปประยุกต*และพัฒนาร�วมกับโปรแกรมคอมพิวเตอร*

ภาษาอ่ืน ๆ ท่ีถนัด  
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