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พีชคณิตของพหุนาม

พนุนามเปนการขยายความคิดจากฟงกชันเชิงเสน โดย 

พนุนามและสมการพนุนาม มีความยุงยาก และซับซอน

ในการหาผลเฉลยมากกวาปญหาเชิงเสน แตสามารถ

นําไปประยุกต แกปญหาในชีวิตประจําวันไดหลากหลาย

มากขึ้นเชนกัน



พหุนาม

เราเรียกพจนซึ่งอยูในรูป

1 2
1 2 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a x a−
−= + + + + +

วาพหุนาม (polynomail) ระดับขัน้ (degree) n

โดยที่ 0na ≠

1 2 1 0, , , , ,n na a a a a− …

ซึ่งเปนคาคงตัววา สมัประสทิธิ์ (coefficients) ของพหุนาม

และเรียก



naเรียก

1 2
1 2 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a x a−
−= + + + + +

วาสัมประสิทธิ์หนาพจน nx

1na −เรียก วาสัมประสิทธิ์หนาพจน 1nx −

1aเรียก วาสัมประสิทธิ์หนาพจน x

0a วาสัมประสิทธิ์หนาพจน 1เรียก



ตัวอยาง

2 2 1x x+ + เปนพหุนามระดับขัน้

(quardratic polynomail)

2 2x x+ เปนพหุนามระดับขัน้

2 1x − เปนพหุนามระดับขัน้

22 x x+ + เปนพหุนามระดับขัน้



ตัวอยาง

3 23 3 1x x x+ + + เปนพหุนามระดับขัน้

(cubic polynomail)

310x x+ เปนพหุนามระดับขัน้

3 2x x− เปนพหุนามระดับขัน้



ตัวอยาง

4 3 24 6 4 1x x x x+ + + + เปนพหุนามระดับขัน้

(quartic polynomail)

4 2x x+ เปนพหุนามระดับขัน้

4 1x − เปนพหุนามระดับขัน้



กําหนดให 2( ) 4 2 5P x x x= − +

จงหาคา (1)P (0.5)P ( 2)P − ( )P y



การเทากันของพหุนาม

สองพหุนามใดๆ จะมีคาเทากันก็ตอเมื่อ มีสัมประสิทธิ์

หนา    เทากันทุก k=1,…,nkx

ตัวอยาง
3 2 3 22 4 7 10x x x Ax Bx Cx D− + − = + + +

A
B
C
D

=
=
=
=



ตัวอยาง

3 2 2 4Ax Bx Cx D x+ + + = −

A
B
C
D

=
=
=
=



คุณสมบัติความเปนเชิงเสนของพหุนาม

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 2 1 0

1 2
1 2 1 0

n n
n n

n n
n n

a x a x a x a x a

a x a x a x a x a

α

α α α α α

−
−

−
−

+ + + + + =

+ + + + +

ตัวอยาง

( )3 24 2 4 7 10x x x− + − =

1. การคูณดวยคาคงตัวใดๆ



ตัวอยาง

( )3 2( 2) 2 4 7 10x x x− − + − =

( )3 2(0) 2 4 7 10x x x− + − =



2. การบวกกันของพหุนาม

ใหทําการบวกและลบกันเฉพาะสัมประสิทธิ์ที่อยูหนา kx
ตรงกันเทานั้น

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 1 0

1 1 0 0

n n
n n

n
n n

a x a x a b x b x b

a b x a b x a b

+ + + + + + +

= + + + + + +

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 0 1 0

1 1 0 0

n n
n n

n
n n

a x a x a b x b x b

a b x a b x a b

+ + + − + + +

= − + + − + −



ตัวอยาง

( ) ( )3 2 4 22 4 7 10 2 4 1x x x x x x− + − + + − + =

( ) ( )3 2 3 22 4 7 10 2 4 1x x x x x x− + − − + − + =



แบบฝกหดั

( ) ( )3 2 22 4 7 10 4 2 5x x x x x− + − + − + =

( ) ( )3 2 22 4 7 10 4 5x x x x− + − − − =



( ) ( )3 2 22 2 4 7 10 3 4 5x x x x− + − − − =

จงหาคา



การคูณกันของพหุนาม

การคูณกันของพหุนามใหทําการคูณกระจายเหมือน

การคูณตัวเลขทั่วไป

( 1)(1 )x x+ + =



(2 1)(2 )x x+ + =

(2 )(2 1)x x+ + =



สังเกตไดวาการคูณกันของพหุนาม มีคุณสมบัตสิลับที่

( ) ( ) ( ) ( )P x R x R x P x=

กําหนดให ( )P x และ ( )R x เปนพหุนาม



2( 1)(1 )x x x− + + =



2( 1)( 1)x x x+ − + =



จงหาคา ( ) ( )P x R x เมื่อ

( ) 4 5P x x= − 3 2( ) 3 4 6R x x x x= − + −

แบบฝกหดั



[ ]( ) ( ) ( ) ( )n

n times

P x P x P x P x
−

= i i

การยกกําลังของพหุนาม

2( 1) ( 1)( 1)x x x+ = + + =

3( 1)x + =



8( 1)x + =



สามเหลี่ยมปาสคาล (Pascal Triangle)

1



0( )x y+ =

1( )x y+ =

2( )x y+ =

3( )x y+ =



4( 2)x + =

4( 2)x − =



2 5 6 ( )( )x x x A x B+ + = + +ถา

จงหาคา A และ B



การหารพหุนาม

การหารพหนุาม ทําไดโดยการหารยาว ซึ่งในการ

หารนี้เราจะได ผลหาร (quotient) และ เศษเหลือ

(remainder)



จงหาผลหารและเศษเหลือของพหนุาม เมื่อตองการ

หารพหนุาม ดวย4 3 2( ) 2 3 5 6P x x x x x= + − + −
2 2x x+ −



จงหาผลหารและเศษเหลือของพหนุาม เมื่อตองการ

หารพหนุาม ดวย3( ) 1P x x= − 1x −



พหนุาม = ตวัหาร x ผลหาร + เศษเหลือ

ถาเศษเหลือมีคาเปน 0

พหนุาม = ตวัหาร x ผลหาร

ตัวประกอบ (factor)



3 2 21 ( 1)( 1) 2x x x x x− + + = − + +

เศษเหลือ (remainder) คือ 2

3 2 22 ( 1)( 1) 1x x x x x− + − = − + −

เศษเหลือ (remainder) คือ -1

3 2 21 ( 1)( 1)x x x x x− + − = − +

ตัวประกอบ (factor)



3 21 ( 1)( 1)x x x x− = − + +

ตัวประกอบของ 3 1x −

3 21 ( 1)( 1)x x x x+ = + − +

ตัวประกอบของ 3 1x +



2 5 6 ( 3)( 2)x x x x+ + = + +

ตัวประกอบของ 2 5 6x x+ +

2 22 1 ( 1) ( 1)( 1)x x x x x+ + = + = + +

ตัวประกอบของ 2 2 1x x+ +



ทฤษฎีบท

1 2
1 2 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a x a−
−= + + + + +

เศษเหลือจากการหารพหนุาม

ดวย x a− คือ ( )P a



จงหาเศษเหลือของพหุนาม เมื่อตองการหารพหนุาม

ดวย3( ) 1P x x= − 1x −

ตัวอยาง



จงหาเศษเหลือของพหุนาม เมื่อตองการหารพหนุาม

ดวย3( ) 1P x x= − 1x +

ตัวอยาง



จงหาเศษเหลือของพหุนาม เมื่อตองการหารพหนุาม

ดวย3 2( ) 3 2 4 9P x x x x= + − + 2x +

ตัวอยาง



จงหาคา a เมื่อเศษเหลือจากการหารพหุนาม

ดวย3 22x x a+ + 2x +

แบบฝกหดั

คือ -9



สมการพหุนาม

สมการพหุนามคือสมการที่อยูในรูป

( ) 0P x = 1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =หรอื



1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

รากของสมการ

(root of the equation.)



1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

รากของสมการ

(roots of the equation.)



รากของสมการพหุนาม

รากของสมการพหุนาม (roots of the equation)

คือ คา x0 ที่ทําใหสมการพหนุามมีคาเทากับ 0

0( ) 0P x =

1
0 1 0 1 0 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

หรอื



3 1 0x − =

ตัวอยาง

มรีากของสมการคือ x=

2 5 6 0x x+ + = มรีากของสมการคือ



2 1 0x + = มรีากของสมการคือ

10( 1) 0x + = มรีากของสมการคือ



1
0 1 0 1 0 0

n n
n na x a x a x a−

−+ + + +ถาพหุนาม

สามารถแยกตัวประกอบ (factor)ไดเปน

0 1 0 0 ( ) ( )n
na x a x a x a R x+ + + = −

a จะเปนรากของสมการพหุนาม

1
0 1 0 1 0 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =



ตัวอยาง

3 1 (           )(                          )x − =

รากของสมการพหุนาม 3 1 0x − = คือ



2 5 6 ( 3)( 2)x x x x+ + = + +

รากของสมการพหุนาม 2 5 6 0x x+ + = คือ



วิธีการหารากของสมการพหุนามระดับขัน้สอง

Method for finding roots of quadratic equations

2 0ax bx c+ + =

2 4
2

b b acx
a

− ± −
=



2

1
4

2
b b acx

a
− + −

=

2 4 0b ac− >1.

2 0ax bx c+ + =
มีสองรากที่แตกตางกันคือ

2

2
4

2
b b acx

a
− − −

=



2
bx
a
−

=

2 4 0b ac− =2.

2 0ax bx c+ + =
มีเพียงรากเดียว คือ



2 4 0b ac− <3.

2 0ax bx c+ + =
หาผลเฉลยที่เปนจํานวนจริงไมได



2 5 6 0x x− + =จงหารากของสมการ



2 5 7 0x x− + =จงหารากของสมการ



24 4 1 0x x+ + =จงหารากของสมการ



ถาพหุนามสามารถแยกตัวประกอบ (factor)ได

เราก็จะไดรากของสมการ และในทางกลับกัน ถา

ไดรากของสมการพหนุาม เราก็จะสามารถแยก

ตัวประกอบได



2 5 6 0x x− + = มรีากคือ

ดังนั้นพหุนาม

สามารถแยกตัวประกอบไดเปน

2 5 6x x− +



2 5 6 0x x+ + = มรีากคือ

ดังนั้นพหุนาม

สามารถแยกตัวประกอบไดเปน

2 5 6x x+ +



มรีากคือ

ดังนั้นพหุนาม

สามารถแยกตัวประกอบไดเปน

3 2 1 0x x x− + − = 1

3 2 1 0x x x− + − =



มรีากคือ

ดังนั้นพหุนาม

สามารถแยกตัวประกอบไดเปน

3 2 1 0x x x+ + + = 1−

3 2 1 0x x x+ + + =



หารสังเคราะห (synthetic division)

หารสังเคราะห เปนวิธีหนึ่งที่จะชวยในการแยกตัว

ประกอบของพหุนามโดยใชเพียงแคสัมประสิทธิ์หนา 

เทานั้นมาทําการคํานวณ

nx



2      -3      -4     51

เศษเหลือ

3 22 3 4 5 0x x x− − + =

ตัวอยางการหารสังเคราะหที่เทียบเทากับการหารพหนุาม

ดวย 1x −



3 2 1 0x x x− + − =

ตัวอยางการหารสังเคราะหที่เทียบเทากับการหารพหนุาม

ดวย 1x −



3 2 1 0x x x− + − =

ตัวอยางการหารสังเคราะหที่เทียบเทากับการหารพหนุาม

ดวย 1x +



3 1 0x − =

ตัวอยางการหารสังเคราะหที่เทียบเทากับการหารพหนุาม

ดวย 1x −



การประยุกตใชหารสังเคราะหในการแยกตัวประกอบ

พหนุาม 1 2
1 2 1 0

n n
n na x a x a x a x a−

−+ + + + +

1 2 1 0              n na a a a a−

0

B เปนคาที่ไดจาก
ตัวประกอบของ      หารดวยตัวประกอบของ0a na

b

เศษเหลือตองเปน 0



จงประยุกตใชหารสังเคราะหในการแยกตัวประกอบ

พหุนาม 3 22 2x x x− − +



จงประยุกตใชหารสังเคราะหในการแยกตัวประกอบ

พหุนาม 3 22 5 6x x x− − +



แบบฝกหัด

1. จงหาผลหาร และ เศษเหลือที ่ไดจากการหารพหนุามตอไปนี้

1.1 หารดวย

1.2 หารดวย

1.3 หารดวย

1.4 หารดวย

3 22 1x x− −

5 4x x+ −
5 4x x+ −

3 22 1x x− −

1.5 หารดวย5 32x −

1x−

1x+

1x+

1x−

3x+



2. จงแยกตัวประกอบของพหุนามตอไปนี้

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

3 22 2x x x− − +

3 2 1x x x+ − −
4 225 144x x− +

3 218 9 5 2x x x− − +

5 32x −
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