




















�µ�Â�ª�·�Ä��µ¦�¦·¡´��r�Îµ�́�Á���°�¢{��r�́��f��µ��a��¹��b
�oµ¢{��r�´��f��·¥µ¤Á¤ºÉ°����������� Â¨³Á¦µ­µ¤µ¦�Â�n��nª��[a,b] Å�oÁ�}��
n��nª��oª¥�ªµ¤�ªoµ��

a x b 
b a

x
n


 

�Îµ®��Ä®o�0 1 2, , , , nx a x x x b  Á�}��»��¨µ¥�°��nª�¥n°¥�´�� n̈µªÂ¨³�
* * *
1 2, , , nx x x Á�}��»��¹É� *

1[ , ], 1, 2, ,i i ix x x i n  

�oµ *

1

lim ( )
n

i
n

i

f x x




 ®µ�nµÅ�o�Á¦µ�³� n̈µªªnµ¢{��r�´��f�®µ�¦·¡´��rÅ�o
���nª��[a,b] Â¨³Á¦̧¥�­´��¦�r

*

1

( ) lim ( )
nb

i
na

i

f x dx f x x




 
ªnµ�¦·¡´��r�Îµ�́��°��°�¢{��r�́��f��µ��a��¹��b





Ä��Îµ�°�Á�̧¥ª�́�Á¦µ�¥µ¥Â�ª�·�Å�­¼n¢{��r�́��f �°�
­°��́ªÂ�¦��·¥µ¤��Á��

 2[ , ] [ , ] ( , ) | ,R a b c d x y a x b c y d       

�oµ­¤¤�·Ä®o������������������������Á¦µ­µ¤µ¦�¦nµ��¦µ¢�·ªÃ�o�( , ) 0f x y 

( , )z f x y

Å�o�́��¸Ê

�¹É�Â�ª�·��´��¨nµª�ÎµÄ®o­µ¤µ¦�®µ¡ºÊ��¸ÉÄ�o�¦µ¢
�°�Á­o�Ã�o��y=f(x) ¦³®ªnµ��x=a�Â¨³�x=b Å�o





�oµ�Îµ®��Ä®o�S�Á�}��¦��́��̧É°¥¼nÁ®�º°�¦·Áª��
 2[ , ] [ , ] ( , ) | ,R a b c d x y a x b c y d       

Â¨³°¥¼nÄ�o�·ªÃ�o�

 ( , , ) | 0 ( , ), ( , )S x y z z f x y x y R   

( , )z f x y

�´É��º°
Á¦µ�³­µ¤µ¦�®µ�¦·¤µ�¦�°��¦��́��́�� n̈µªÅ�oÃ�¥
¡·�µ¦�µ�µ�



Á¦µ�³Â�n��nª��[a,b] Å�oÁ�}��m��nª��oª¥�ªµ¤�ªoµ�� b a
x

m


 

Ã�¥�nª�¥n°¥�m��nª��́�� n̈µª�º°� 1[ , ], 1,2, ,i ix x i m  

0 , mx a x b 

Ä��Îµ�°�Á�̧¥ª�́�
Á¦µ�³Â�n��nª��[c,d] Å�oÁ�}��n��nª��oª¥�ªµ¤�ªoµ�� d c

y
n


 

Ã�¥�nª�¥n°¥�n��nª��́�� n̈µª�º°� 1[ , ], 1,2, ,j jy y j n  

0 , ny c y d 



�´��´Ê��¦·Áª��R��³�¼�Â�n�Á�}��¦·Áª�¥n°¥�Îµ�ª��mn��¦·Áª��Å�oÂ�n
 1 1 1 1[ , ] [ , ] ( , ) | ,ij i i j j i i j jR x x y y x y x x x y y y         



�¦·Áª��Rij��³¤¸¡ºÊ��̧ÉÁ�nµ�́� A x y  

�oµÄ®o * *( , )ij ij ijx y R ¡�ªnµ�¦·¤µ�¦�°��¦��́�Á È̈�¦¼�� n̈°�
* *( , )ij ijf x y A�º°



Á¦µ­µ¤µ¦��¦³¤µ��nµ�¦·¤µ�¦�°��¦��´��S��´�� n̈µªÅ�oÃ�¥
¤̧�nµÁ�nµ�́��¨¦ª¤�°��¦·¤µ�¦�°��¦��´�¦¼�� n̈°�Á È̈��´Ê�®¤�
®¦º°�È�º° * *

1 1

( , )
m n

ij ij
i j

V f x y A
 

 



* *

,
1 1

lim ( , )
m n

ij ij
m n

i j

V f x y A


 

  

�oµ�m�Â¨³�n�¤¸�nµ¤µ��¹Ê���³�ÎµÄ®o�¦³¤µ��°��¦·¤µ�¦
�́�� n̈µªÅ�o�¼��o°�¤µ��¹Ê���́��´Ê�



���·¥µ¤

�oµ ·̈¤·�®µ�nµÅ�o

���¦·Áª��R Å�oÃ�¥
* *

,
1 1

( , ) lim ( , )
m n

ij ij
m n

i jR

f x y dA f x y A


 

  

Á¦µ�³�·¥µ¤�¦·¡´��r­°��́Ê���double integral)�°�¢{��r�́��f

�´��´Ê�Á¦µ­µ¤µ¦��·¥µ¤�µ¦®µ�¦·¡´��r­°��´Ê���
�¦·Áª��R�Å�o�´��¸Ê



­¤�́�·�°��¦·¡´��r­°��´Ê�

1.

3.

 ( , ) ( , )  ( , ) ( , ) 
R R R

f x y g x y dA f x y dA g x y dA    

2.  ( , ) ( , )  ( , ) ( , ) 
R R R

f x y g x y dA f x y dA g x y dA    

( , ) ( , ) 
R R

cf x y dA c f x y dA  Á¤ºÉ°�c�Á�}��nµ���́ªÄ��Ç

�oµ�¦·¡´��r����������������������Â¨³���������������������®µ�nµÅ�oÂ¨oª( , ) 
R

f x y dA ( , ) 
R

g x y dA

�µ�Â�ª�·��¸É�¨nµª¤µ�oµ��o���ÎµÄ®oÅ�o­¤�´�·�°�
�¦·¡´��r­°��´Ê��¸É�nµ­�Ä��´��¸Ê



Â¨³­¤�́�·�°��¦·¡´��r­°��́Ê��¸Êªnµ�

­¤�´�·�ªµ¤Á�}�Á�·�Á­o��°��¦·¡́��r­°��´Ê��
(linearity of double integral)

Á¦µ°µ�Á�¸¥�¦ª¤­¤�́�·�́Ê��3��o°�̧É� n̈µª¤µÄ�¦¼�
 ( , ) ( , )  ( , ) ( , ) 

R R R

f x y g x y dA f x y dA g x y dA       

Á¤ºÉ°��Â¨³��Á�}��nµ���́ªÄ��Ç



­¤�́�·�°��¦·¡´��r­°��´Ê�
4. �oµ� �»��Ç�����������������Â öª( , ) 0f x y 
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( , ) ( , ) 
R R

f x y dA g x y dA 

( , )x y R



­¤�́�·�°��¦·¡´��r­°��´Ê�
6. �Îµ®��Ä®o� Â¨³

1 0 1 2 1 2 0 2[ , ] [ , ], [ , ] [ , ], [ , ] [ , ]R a a c d R a a c d R a a c d     

0 1 2,a a a c d  

Â öª
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