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1 หารร่วมมาก (GCD) และ การแยกตัวประกอบ (Prime Factorization)
บทนิยาม 1.1. หารร่วมมาก หรือ ห.ร.ม. (greatest common devisor or GCD) ของจำนวนเต็ม a, b

สองจำนวน ซึ่งไม่เป็นศูนย์พร้อมกัน คือ จำนวนเต็มบวกที่มากที่สุด ที่หารทั้ง a และ b ลงตัว
บทนิยาม 1.2. ถ้าจำนวนเต็ม a ถูกหารด้วยจำนวนเต็ม b ลงตัว (หรือ b หาร a ลงตัว) หมายถึง มี
จำนวนเต็มm อีกหนึ่งจำนวน ซึ่ง a = mb ถ้า b หารด้วย a ไม่ลงตัวแล้วจะได้ว่า a = mb + r โดยที่
r เป็นจำนวนเต็มซึ่งอาจจะมีค่าได้ตั้งต่อไปนี้คือ 1, 2, 3, . . . , b− 1 เราเรียก r ว่าเศษที่เหลือจากการ
หาร a ด้วย b (remainder) หรือ กล่าวอีกนัยหนึ่งว่า ถ้า b หาร a ลงตัว นั่นคือ เมื่อ เอา b มาหารด้วย a
แล้ว เหลือเศษเป็น 0

จากนิยามดังกล่าวเราจะได้ว่า a = mb + r เสมอ เมื่อ m เป็นจำนวนเต็มใดๆ และ r เป็นเศษที่

เหลือจากการหาร a ด้วย b ซึ่งจะมีค่าที่เป็นไปได้คือ 0, 1, 2, . . . , b− 1

ทฤษฎีบท 1.1. สมมติให้ a = mb + r ถ้ามีจำนวนเต็ม c ใด ที่หาร b และ หาร r ลงตัวแล้ว ตัว c นั้น
ก็จะหาร a ลงตัวด้วย

ระเบียบวิธีของ Euclid (Euclidean Algorithm)
จากทฤษฎีบทข้างต้น ทำให้ Euclid พัฒนาวิธีที่จะใช้หา ห.ร.ม. ได้อย่างมีประสิทธิภาพ เพื่อความ

สะดวกในการเข้าใจระเบียบวิธีของ Euclid ให้พิจารณาตัวอย่างต่อไปนี้

ตัวอย่าง 1.1. จงหา ห.ร.ม. ของ 252 และ 198
ต้องการหา ห.ร.ม. ของ 252 และ 198 เราทราบว่า 252 = 1 · 198 + 54 สังเกตว่า 54 เป็น

เศษที่เหลือจากการหาร 252 ด้วย 198 (เศษที่เหลือจากการหาร 252 ด้วย 198 มีค่าที่เป็นไปได้คือ
0, 1, 2, . . . , 197)
โดยทฤษฎีบท 1.1 ถ้ามีจำนวนเต็ม c ซึ่งหาร 198 และ 54 ลงตัวแล้ว จำนวนเต็มบวก c นั้นก็จะ

หาร 252 ลงตัวด้วย
และเราทราบว่า 198 = 3 · 54 + 36 ในทำนองเดียวกัน ถ้ามีจำนวนเต็ม c ซึ่งหาร 54 และ 36

ลงตัวแล้ว จำนวนเต็มบวก c นั้นก็จะหาร 198 ลงตัวด้วย และเนื่องจากจำนวนเต็มบวก c ดังกล่าว
หารลงตัวทั้ง 36, 54 และ 198 ดังนั้น จำนวนเต็มบวก c ตัวนี้ก็จะหาร 252 ลงตัวโดยปริยาย
ทำซ้ำเช่นเดิมอีกครั้ง คือ 54 = 1 · 36 + 18 จำนวนเต็ม c ใดซึ่งหาร 18 และ 36 ลงตัวแล้ว ก็จะ

หาร 54 ลงตัว ซึ่งจะส่งผลต่อให้หาร 198 และ 252 ลงตัวตามลำดับ
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ทำซ้ำอีกครั้งหนึ่งจะได้ว่า 36 = 2 · 18 + 0 จำนวนเต็ม c ใดซึ่งหาร 18 และ 0 ลงตัวแล้ว ก็

จะหาร 36 ลงตัว จำนวนเต็มบวกที่ใหญ่ที่สุดที่หารทั้งสองลงตัวได้แก่ 18 นั่นเองจะได้ว่า 18 หาร
ทั้ง 18 และ 36 ลงตัว และ ส่งผลให้หาร 54 ลงตัว ซึ่งส่งผลต่อเนื่องไปยังหาร 198 ลงตัว และ หาร
252 ลงตัวตามลำดับ เราจะได้ว่า 18 คือ จำนวนเต็มบวกที่มีค่ามากที่สุดที่หารทั้ง198 และ 252 ลงตัว
หรือสรุปได้ว่า 18 เป็น ห.ร.ม. ของทั้ง 198 และ 252 นั่นเอง

252 = 1 · 198 + 54

198 = 3 · 54 + 36

54 = 1 · 36 + 18

36 = 2 · 18 + 0

บทนิยาม 1.3. คูณร่วมน้อย หรือ ค.ร.น. (least common multiplier or LCM) ของจำนวนเต็ม a, b

สองจำนวน ซึ่งไม่เป็นศูนย์ทั้งคู่ คือ จำนวนเต็มบวกที่น้อยที่สุด ที่ทั้ง a และ b หารค่านั้นลงตัว

ทฤษฎีบท 1.2. สมมติให้ a และ b เป็นจำนวนเต็มบวกใดๆ และ c และ d เป็นห.ร.ม. และ ค.ร.น.
ของ a และ b ตามลำดับแล้ว

a · b = c · d

ตัวอย่าง 1.2. จงหา ค.ร.น. ของ 252 และ 198
จากทฤษฎีบท (1.2) ทำให้เราทราบว่า ค.ร.น.ของ a และ b =

a · b
ห.ร.ม.ของ a และ b ดังนั้น

ค.ร.น.ของ 252 และ 198 =
252 · 198

ห.ร.ม.ของ 252 และ 198
=

252 · 198
18

= 2772

หมายเหตุ สำหรับการหา ห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) ของจำนวนเต็มมากกว่า 2 จำนวน a1, a2, . . . , an ทำ

ได้ดังนี้

1. ให้หา ห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) สำหรับจำนวนเต็มคู่แรกก่อน เช่น ให้ b1 เป็นห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.)

ของ a1 และ a2

2. จากนั้นให้เอา ห.ร.ม.ที่ได้ (หรือ ค.ร.น. ที่ได้) ไปหาห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) กับจำนวนเต็มตัวถัด

ไป เช่น หา b2 ซึ่งเป็นห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) ของ b1 และ a3
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3. ทำซ้ำไปเรื่อย โดยเอา ห.ร.ม.ที่ได้ (หรือ ค.ร.น. ที่ได้) ไปหาห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) กับจำนวนเต็ม

อื่นๆ จนหมด เช่น หา b3 ซึ่งเป็นห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) ของ b2 และ a4 ทำซ้ำจนได้ bn−1 ซึ่ง

เป็นห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) ของ bn−2 และ an

4. เมื่อทำหมดทุกจำนวนค่าที่ได้ ก็จะเป็น ห.ร.ม. (หรือ ค.ร.น.) ของจำนวนเต็ม a1, a2, . . . , an

2 ทฤษฎีบทมูลฐานของเลขคณิต(TheFundamentalTheoremofArith-
metic)

ทฤษฎีบท2.1 (ทฤษฎีบทมูลฐานของเลขคณิต). จำนวนเต็มบวกใดๆสามารถถูกเขียนได้ในรูปแบบ
ของผลคูณของจำนวนเฉพาะได้เพียงรูปแบบเดียวได้เสมอ
ตัวอย่าง 2.1. 240 = 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 5 = 24 · 3 · 5

360 = 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 5 = 23 · 32 · 5

450 = 2 · 3 · 3 · 5 · 5 = 2 · 32 · 52

196 = 2 · 2 · 7 · 7 = 22 · 72

289 = 7 · 7 = 72

1001 = 7 · 11 · 13

การใช้ทฤษฎีบทมูลฐานของเลขคณิตช่วยในการหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น.
จากทฤษฎีบทข้างต้น จะสามารถช่วยในการหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ได้ดังนี้ ตัวอย่างเช่น ต้องการ

หา ห.ร.ม. และ ค.ร.น.ของ 240 และ 360 จากตัวอย่างที่ผ่านมาทำให้เราทราบว่า 240 = 24 · 31 · 51

และ 360 = 23 · 32 · 51 เราจะได้ว่า

• ห.ร.ม. ของ 240 และ 360 คือ จำนวนเต็มบวกที่มากที่สุดที่จะหารเลขทั้งสองลงตัว ดังนั้น ห.

ร.ม. ก็จะต้องอยู่ในรูปแบบ 2x · 3y · 5z และการที่ ห.ร.ม.จะหารเลขทั้งสองได้ลงตัว จำเป็นต้อง

มีจำนวนเฉพาะที่มีเลขชี้กำลังทีน่้อยกว่าหรือเท่ากับจำนวนเฉพาะที่ปรากฎเลขทั้งสอง ดังนั้นจาก

ข้อมูลดังกล่าวนี้เราจำเป็นต้องเลือก 2x ให้มีค่าเท่ากับ23 และ เลือก 3y ให้มีค่าเท่ากับ 31 และ

เลือก 5z ให้มีค่าเท่ากับ 51 หรือได้ว่า

ห.ร.ม.ของ 240 และ 360 คือ 23 · 31 · 51 = 120
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• และในทำนองเดียวกันค.ร.น. ของ 240 และ 360 คือ จำนวนเต็มบวกที่น้อยที่สุดที่จะต้องถูก

หารลงตัว ด้วยเลขทั้งสอง ดังนั้น ค.ร.น. ก็จะต้องอยู่ในรูปแบบ 2a · 3b · 5c ด้วย และการที่เลข

ทั้งสองต้องหาร ค.ร.น. ได้ลงตัว จำเป็นต้องมีจำเป็นต้องมีจำนวนเฉพาะที่มีเลขชี้กำลังทีม่ากกว่า

หรือเท่ากับจำนวนเฉพาะที่ปรากฎเลขทั้งสอง ดังนั้นจากข้อมูลดังกล่าวนี้เราจำเป็นต้องเลือก 2a

ให้มีค่าเท่ากับ24 และ เลือก 3b ให้มีค่าเท่ากับ 32 และ เลือก 5c ให้มีค่าเท่ากับ 51 หรือได้ว่า

ค.ร.น.ของ 240 และ 360 คือ 24 · 32 · 51 = 720

ตัวอย่าง 2.2. จงหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. ของ 240, 360, 450 และ 196
จากตัวอย่างก่อนหน้านี้ เราพบว่าจำนวนเฉพาะที่ปรากฎในเลขดังกล่าวมีจำนวนไม่เท่ากัน นั่น

คือ มีจำนวนเฉพาะ 2,3 และ 5 ปรากฎอยู่ในการเขียน 240, 360 และ 450 ในรูปของผลคูณของเลข
ยกกำลังของจำนวนเฉพาะ แต่มีเพียงจำนวนเฉพาะ 2 และ 7 ปรากฎอยู่ในการเขียน 196 ในรูปของ
ผลคูณของเลขยกกำลังของจำนวนเฉพาะ เพื่อความสะดวก เราจะเสริม 70 (ซึ่งมีค่าเป็น 1) เข้าไปใน
การเขียน240, 360 และ 450 ในรูปของผลคูณของเลขยกกำลังของจำนวนเฉพาะ และ เสริม 30 · 50

(ซึ่งมีค่าเป็น 1 เช่นกัน) เข้าไปในการเขียน 196 ในรูปของผลคูณของเลขยกกำลังของจำนวนเฉพาะ
และทำการหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น.

240 = 24 · 31 · 51 · 70

360 = 23 · 32 · 51 · 70

450 = 21 · 32 · 52 · 70

196 = 22 · 30 · 50 · 72

ดังนั้น
• ห.ร.ม. ของ 240, 360, 450 และ 196 คือ 21 · 30 · 50 · 70 = 2 และ
• ค.ร.น. ของ 240, 360, 450 และ 196 คือ 24 · 32 · 52 · 72 = 176, 400
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ทฤษฎีบท 2.2. ถ้า a เป็นจำนวนประกอบบวก จะมีจำนวนเฉพาะ p ซึ่ง p ≤ √

a และ p หาร a ลงตัว
ตัวอย่าง 2.3. จงตรวจดูว่า 719 เป็นจำนวนเฉพาะหรือไม่
เราพบว่า 262 = 676 < 719 < 729 = 272 การจะตรวจดูว่า 719 เป็นจำนวนเฉพาะหรือ

ไม่ ก็เพียงนำจำนวนเฉพาะซึ่งน้อยกว่า 26 ซึ่งได้แก่ 2,3,5,7,11,13,15,17,29,23 มาทดสอบว่าหาร
719 ลงตัวหรือไม่ และพบว่าจำนวนเฉพาะดังกล่าวทั้งหมดหาร 719 ไม่ลงตัว เราไม่จำเป็นต้องนำ
จำนวนเฉพาะอื่นๆ มาทดสอบหาร 719 อีก เพราะโดยทฤษฎี 2.2 ยืนยันได้ว่า 719 เป็นจำนวนเฉพาะ

แบบฝึกหัด

1. จำนวนเต็มบวกที่หาร 360 ลงตัวมีกี่จำนวน

2. จงหาจำนวนเต็มบวกที่มีค่ามากที่สุดที่หาร 81, 321 และ 441 ลงตัว

3. จงหาผลรวมของจำนวนเฉพาะทั้งหมดที่หาร 237 และ 171 แล้วเหลือเศษเท่ากัน

จัดทำเอกสารโดย ผศ.ดร.เจษฎา ตัณฑนุช ปรับปรุงเอกสารล่าสุดเมื่อวันที่ 26 พฤษภาคม พ.ศ. 2552


