
สมการเชิงเสน (Linear equation)

สมการเชิงเสนคือสมการที่สามารถถูกจัดรูปไดในรูปแบบ

ตอไปนี้คอื

เมื่อ และ B เปนจํานวนจริงใดๆ และ x ที่ตัวแปร ที่

เราตองการทราบคา

สมการเชิงเสน เปนรปูแบบของระบบสมการที่งายที่สุดที่

สามารถหาผลเฉลยได

Ax B=
0A ≠



สมการเชิงเสนที่มีตัวแปรมากกวา 1

Ax By C+ =

Ax By Cz D+ + =

1 1 2 2 ... n na x a x a x b+ + + =



Ax B=

สังเกตวาสมการ 1 ตัวแปรเชิงเสนมีลักษณะเปน

ซึ่งสามารถหาผลเฉลยไดงายคือ

x =

แตสําหรับสมการเชิงเสนที่มีตวัแปรมากกวา 1 กลับมาความ

ยุงยากใหการหาผลเฉลย



ในทางคณิตศาสตร จึงพยายามจดัรูปใหสมการเชิงเสนหลาย

ตัวแปรอยูในลกัษณะคลายกับรูปแบบของสมการเชิงเสน 1

ตัวแปร 

โดยเนื้อหาที่เราจะไดศึกษาตอไปนี้จะนําไปสูสิ่งที่

ตองการได

Ax B=



เมทริกซ (matrix)
(pl. matrices)

เมทรกิซเปนรปูแบบหนึง่ของคณิตศาสตร ซึ่งมันถูก

เขียนอยูในรูป

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

หรือ



11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤ ⎫
⎢ ⎥ ⎪

⎪⎢ ⎥ ⎬⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎭⎣ ⎦

เราใชสัญลักษณ aij แทนสวนประกอบ (component)

ในแถว i หลัก j โดย aij อาจจะเปนจํานวนนับ จํานวนเต็ม 

หรือจํานวนจริง กไ็ด

m แถว (row)

n หลกั(หรือสดมภ) (column)



เราเรยีกเมทริกซที่มีจํานวนแถว m แถวและหลัก n หลัก

วาเมทริกซขนาด mxn (m by n matrix)

[ ]a เปนเมทรกิซขนาด

[ ]a b เปนเมทรกิซขนาด

a
b
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

เปนเมทรกิซขนาด

a b c d
e f g h
i j k l

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

เปนเมทรกิซขนาด



เมทรกิซจัตุรัสขนาด

เราเรยีกเมทริกซที่มีจํานวนหลักเทากับจํานวนแถววา

เมทริกซจัตุรัส (square matrix)

[ ]a

1 2
3 4
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

เมทรกิซจัตุรัสขนาด 1 1×

2 2×

2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

เมทรกิซจัตุรัสขนาด 4 4×



การเทากันของเมทริกซ

11 12 111 12 1

21 22 221 22 2

1 21 2

qn

qn

p p pqm m mn

b b ba a a
b b ba a a

b b ba a a

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

เมทรกิซ 2 เมทริกซจะเทากันไดก็ตอเมื่อ

1. เมทริกซทั้งสองมีขนาดเทากัน ( ),m p n q= =

2. แตละสวนประกอบทีป่ระจําหลักและแถวเดียวกัน

ตองมีคาเทากัน ( )ij ija b=



2
1

x
y
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 2
3 4 3 4

x y⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 2 0 1
3 5 4

p r
q s t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦



การบวกและลบกันของเมทริกซ

การบวกและลบกนัของเมทริกซ 2 เมทริกซจะทําได

ก็ตอเมื่อ เมทรกิซทั้ง 2 มีขนาดเดียวกัน

และผลลัพททีไ่ดเปนเมทริกซที่มีขนาดเทาเดิม และ

แตละสวนประกอบมีคาเทากันกับ ผลรวม (หรือผลตาง)

ของสวนประกอบของเมทรกิซทั้งสองที่อยูแถวและหลกั

เดียวกัน



11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b
a a a b b b

a a a b b b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

a b a b a b

+ + +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦



11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b
a a a b b b

a a a b b b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b
a b a b a b

a b a b a b

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦



คุณสมบัติบางประการของเมทริกซ

ถาให A,B และ C แทนเมทรกิซที่มีขนาด mxn แลว

1. A B B A+ = + (สลับที่การบวก)

2. ( ) ( )A B C A B C+ + = + + (เปลีย่นกลุมการบวก)

3. A A A+ Ο = Ο + = (เอกลักษณการบวก)

เมื่อ
0 0 0
0 0 0

0 0 0

⎡ ⎤ ⎫
⎢ ⎥ ⎪

⎪⎢ ⎥Ο = ⎬⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

n

m แถว

 หลกั



4. ( )A A+ − = Ο (ผกผันการบวก)

นั้นคือถา

แลว

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥− =
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦



5. การคูณเมทรกิซดวยจํานวนจริง

นั้นคือถา

แลว

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

α α α
α α α

α

α α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦



2 1 3 2 1 2
2 1 3 1 3 2

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 1 2 1 2

2 1 3 2 3 2

π−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 1 3 2 3
2 1 3 2 1

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ตัวอยาง



1. จงหาคา 2A-3B

3 5
2 4

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2
2 3

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

แบบฝกหัด

กําหนดให

2. จงหาคา 10A- B1
2



การคูณเมทริกซ

ถา A เปนเมทรกิซขนาด mxn

B เปนเมทริกซขนาด pxq

เราจะหาผลคูณของเมทริกซ A และ B ไดโดย

AB จะหาไดก็ตอเมื่อ  n=p

BA จะหาไดก็ตอเมื่อ  m=q



ขอสังเกต

m n p qA B C× × ×
=



ตัวอยาง

1 0 2
3 1 4

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

1 3
5 1
4 2

B
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

จงหา AB และ BA



สังเกตวาในการคูณเมทรกิซไมสามารถสลับที่ได

AB BA≠



1 2
3 0

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1
4 3

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

3 0
1 2

C
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

จงหา A(BC) และ (AB)C

แบบฝกหัด
กําหนดให



สังเกตวาในการคูณเมทรกิซสามารถเปลี่ยนกลุมได

( ) ( )A BC AB C=



1 2
3 0

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 1
4 3

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

3 0
1 2

C
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

จงหา A(B+C) และ AB+AC

(B+C)A และ BA+CA



กําหนดให 

2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

4A AAAAจงหา (หรอืก็คือ )

แบบฝกหัด



เมทริกซเอกลักษณ (identity matrix)

เมทรกิซเอกลักษณ เปนเมทรกิซจัตุรัสซึ่งเมื่อคูณเมทรกิซ

อื่นที่มีขนาดเทากันแลวไดเมทริกซนั้น

1 0 0
0 1 0

0 0 1
n

n

⎡ ⎤ ⎫
⎢ ⎥ ⎪

⎪⎢ ⎥ ⎬⎢ ⎥ ⎪⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭



กําหนดให 

2 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 5

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

จงหา 2 3A A I− +

เมื่อ I  เปนเมทริกซเอกลักษณของเมทริกซขนาด 4x4



ตัวกําหนดของเมทริกซ 

(determinant)

ตัวกําหนด เปนฟงกชันที่สงจากเมทิรกซจัตุรัส 

(เ ม ท ริ ก ซ  ข น า ด  nxn)ไ ป ยั ง จํ า น ว น จ ริ ง

สําหรับตัวกําหนดของเมทริกซ A มักใชสัญลักษณ

det A หรือ A



det [ ]a = a

det
a b
c d
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= ad-bc

det
a b c
d e f
g h i

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= aei-afh-bdi+bfg+cdh-ceg



a b c
d e f
g h i



แบบฝกหัด
จงหาตัวกําหนดของเมทริกซตอไปนี้

[ ]4−1.

3 4
2 5
⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

2.

3.
1 2 3
4 5 6
7 8 9

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦



เมทริกซผกผัน (inverse matrix)

สําหรับเมทริกซจัตุรัสที่มีตัวกําหนดมีคาไมเปน

ศูนย จะมีเมทริกซที่เกี่ยวของกับเมทริกซดังกลาว

โดยมีคุณสมบัติคือเมื่อนําไปคูณกับเมทริกซนั้น

แลวไดเอกลักษณ เราจะสามารถหาเมทริกซ

ดังกลาวไดเสมอ และมีเพียงหนึ่งเดียว โดยจะ

เรียกเมทริกซนั้นวา เมทริกซผกผัน



เราใชสัญลักษณ A-1 แทนเมทริกซผกผันของ A

A = [ ]a A-1 =
1
a
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A = a b
c d
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A-1 =
1

det
d b
c aA

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦



 มีคาเทาใด จงึทําใหเมทริกซ 

กําหนดให
1 2
3

A
x

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

x A
1A− ไมสามารถหาเมทริกซผกผัน ( ) ได



กําหนดให 
1 2
3 4

A
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
จงหา 1A−



สรุปการคูณเมทริกซ

m n n p m pA B C× × ×=1.

2. AB BA≠
3. ( ) ( )A BC AB C=

A(B+C) = AB+AC
(B+C)A = BA+CA

4. และ



แบบฝกหดั

1 0
1 1

0 1
A

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1 1
1 1 0

B
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1.กําหนดให  และ 

1.1 จงหา ABA

1.2 จงหา BAB



2 3
4 5

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

2 50

18 8
B

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 1
18 6
1 1
9 21

C

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2. กําหนดให 

2.1 จงหาคา 2 126A B C+ −

2.2 จงหาคา 2 126A B C− +
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